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Resumo

Sejam {Fr, } m>0 a sequéncia de Fibonacci, com termos iniciais 0 e 1 e cada termo, a partir do terceiro,
sendo a soma dos dois anteriores, e {Fr(,fC )}mz,(k,g) a sequéncia de Fibonacci k-generalizada, definida
com k — 2 termos de indice negativo todos iguais a zero, Fp = 0 e F1 = 1, e cada termo a partir do
segundo sendo a soma dos k termos anteriores. No presente texto resolvemos completamente as equagoes
diofantinas: Fy;, + F g = Fn e (F,(,f“))2 + (Fﬁf)rd)Z = F{®. Também encontramos todas as solugbes para

a equagdo Fy, + F5iq + ...+ F,, 4 = F, quando d+ 1 < m. Onde m,d, k e s sdo inteiros positivos.

1 Introducao

Na sequéncia de Fibonacci {Fp,}m>0 cada termo ¢é obtido somando os dois termos anteriores, sendo
o primeiro e o segundo termo iguais a 0 e 1, respectivamente. Os numeros de Fibonacci aparecem pela
primeira vez em literatura no Liber Abaci, livro escrito por Leonardo de Pisa século XIII, e sdo conhecidos
por possuirem propriedades incriveis. Por exemplo, a soma dos quadrados de dois numeros de Fibonacci

consecultivos também é um numero de Fibonacci:
2 2
Fm+Fm+1 = F2m+1' (11)

A identidade acima é uma equacao diofantina com solugoes nos nimeros de Fibonacci, esse é o tipo
de equagbes que investigamos nesse projeto e que também motiva diversos outros trabalhos em Teoria dos
Nidmeros. Em 2010, Marques e Togbé [1] provaram que se a partir de um m suficientemente grande a soma
F; + F; .1 é um nimero de Fibonacci, entao os tinicos valores possiveis para s sdo 1 e 2. A equagao diofan-
tina relacionada & essa soma foi resolvida completamente em 2011 por Luca e Oyono [2], eles provaram que
F; + Fj5 . = I, nao possui solucao quando s > 3 e m > 2, portanto, se o expoente ¢ maior que 2 nao é

possivel conseguir uma identida como a (1.1).

Note que até entao, sé foram consideradas somas de poténcias de dois nimeros de Fibonacci consecultivos
e nada foi dito quando esse nimeros estao separados por uma distdnca qualquer ou quando somamos uma
quantidade qualquer de poténcias de termos consecutivos. Neste texto, nds investigamos as generalizagoes do
resultado obtido em [1]. Mostramos que a equacao diofantina F;, +F;  ; = F, ndo possui solugao além das ja
conhecidas, concluindo que, mesmo se retirarmos a condigao dos numeros de Fibonacci serem consecultivos,
ndo conseguimos uma propriedade como a (1.1) para poténcias de grau maior que 2. Além disso, provamos

que se d +1 < m, entdo a equagao diofantina Fj;, + F 1 + ... + F,; . ; = F,, nao possui solugoes quando s



e m sao pelo menos 3 e d é no minimo 2, o que indica que mesmo permitindo mais poténcias de niimeros de

Fibonacci consecutivos, ndo consiguiremos uma propriedade como a (1.1) se o expoente for maior que 2.

Outra generalizagdo da identidade (1.1) foi obtida por Chaves e Marques [3] em 2014, na qual os autores
consideraram a sequéncia de Fibonacci k-generalizada {F;, },,>_(k—2) definida com k — 2 termos de indice
negativo todos iguais a zero, Fy = 0 e F; = 1, onde cada termo a partir do segundo pode ser obtido como a
soma dos k termos anteriores. O resultado que obtiveram diz que para m > 1 e k > 3 a equacgao diofantina
(F,gf ))2 + (Féﬁlf = F™ nao possui solucdo. Portanto, a identidade (1.1) nao é valida quando aumentamos
a ordem da sequéncia de Fibonacci. Apresentamos uma generalizacdo desse resultado, considerando dois

termos nao necessariamente consecutivos da sequéncia k-generalizada.

No infogréafico abaixo é possivel observar a genealogia das equacdes diofantinas apresentadas nesse texto.
Todas surgem como generalizagoes da famosa identidade (1.1) e os resultados obtidos por nés (Marcos, Maria

e Matheus = MMM) durante o Jornadas de Pesquisa se desenvolveram a partir dos resultados de [1] e [2].

F2 + F2 1 =Fomi1

F$, + F5, . =F, (Luca-Oyono - 2011) (F32 + (F¥) )2=F" (Chaves-Marques - 2014)

F&+ Fe o q=Fy (MMM)  F2 + F5 g + o+ F =F, (MMM)  (FD)2 + (F®) )2=FF (MMM)

Na secao seguinte apresentaremos formalmente nossos trés resultados e daremos uma ideia da demonstracao

de cada um deles.

2 Principais Resultados

A sequéncia de Fibonacci {F)y, }im>0 é uma equagdo de nimeros inteiros com termos iniciais 0 e 1, onde a
partir do segundo termos, cada termo pode ser obtido como a soma dos dois termos anteriores. A equagao
diofantina:

Fp+ Fr = Famn (2.2)

é uma identidade bem conhecida da sequéncia de Fibonacci. Nosso primeiro resultado é sobre as solucoes de
uma generalizacao dessa equagao, na qual consideramos a soma de poténcias de dois nimeros de Fibonacci

quaisquer, nao necessariamente consecutivos, sendo um ntumero de Fibonacci.

Teorema 2.1. Dadosm >1,d > 1 e s > 2 nidmeros inteiros, a equagao diofantina:

L+ Ey . =1In

ndo possui solugao quando (m,d) ¢ {(1,2),(1,1)}.



Para demonstrar esse teorema usamos propriedades da sequéncia de Fibonacci e o Método de Matveev,
apresentados na secao 3, para conseguir uma cota para s em funcao de m e d. Entao, dividimos o problema
em quatro casos e utilizamos um lema auxiliar introduzido na segao 4 para cotar o s numéricamente. Apds
isso, sao usados propriedades de fragoes continuas e o lema de Dujella-Peths, ambos apresentados na secao

3. Entao, conseguimos computar os casos que faltaram, concluindo que de fato nao ha solucao.

Sabendo que a soma de poténcias de dois nimeros de Fibonacci quaisquer nao retorna a sequéncia, inves-
tigamos se poderiamos somar uma quantidade arbitraria de poténcias de niimeros de Fibonacci consecultivos

e obter um novo nimero de Fibonacci.

Teorema 2.2. Sejam m > 3, s > 3, d > 2 inteiros, se d+ 1 < m a equacao diofantina:
Ko+ Fy o+ +F  =F,

nao possui solucao.

Nosso método para solucionar o teorema acima consiste em utilizar propriedades da sequéncia de Fibo-
nacci, que serao introduzidas na segao 3, para conseguir uma cota para o s em termos de m, d e n. Entao,
observamos que Fj;, é menor que F; ,; por um fator exponencial e aplicamos o método de Matveev, também
introduzido na secao 3, para conseguir uma cota para s que dependa apenas do m e do d. Entao, utilizamos
a hipotese de que d + 1 < m e o fato de os casos em que m < 150 sao computdveis, para assumir m > 151 e
conseguir uma cota numerica para s. Feito isso, utilizaremos os conceitos de fragoes continuas presentes na
secao 3 para reduzir essa cota, no passo final utilizamos desigualdades, obtidas por meio de formas lineares

e logaritmicas, e a hipétese m > 151 para concluir que de fato ndo ha solugbes para a equagao.

Chamamos de sequéncia de Fibonacci k-generalizada a sequéncia {FT(,AZc )}mz,(k,g) definida com termos
iniciais 0,0, ..., 0, 1(k termos) e tal que a partir do termos k + 1 cada termo da sequéncia pode ser obtido com

a soma dos k anteriores. Em 2014, Chaves e Marques [2] provaram que a equagao:

(FW)2 4+ (FL) )2 = F® (2.3)

m m n

nao possui solugoes para inteiros m > 1 e kK > 3. Estudamos uma generalizagao dessa equagao diofantina,

em que somamos quadrados de nimeros quaisquer da sequéncia, nao necessariamente consecutivos.

Teorema 2.3. Dados m > 1 e k > 3 inteiros positivos, a equagao diofantina:
(D + (Ful)* = FY (24)

ocorre se, e somente se, m=d =1

Para provar esse Teorema vamos mostrar que a soma dos quadrados de dois nimeros da sequéncia de
Fibonacci k-generalizada sempre estd entre dois termos consecultivos dessa sequéncia. Para isso, serd usado

um lema auxiliar que é apresentado na segao 3.



3 Definicoes e pré-requisitos

3.1 Sequéncias Lineares Recursivas
Definicao 3.1. Uma sequéncia linear {a,}22, é chamada sequéncia linear recursiva de ordem k se a,, pode
ser escrito como combinagao linear dos k termos anteriores para n > k, isto é,

Qp = C1Ap—1 + C2Gp—2 + -+ - + CkAp—

onde ¢y, co,...,c sao constantes.
Definigao 3.2. A sequéncia de Fibonacci {F,,}52, ¢ um caso especial de sequéncia linear recursiva de ordem
2, definida pelas condigoes iniciais Fy = 0, F; = 1 e pela relagao recursiva

Fo=F, 1+ F, 2

para n > 2.

Definigao 3.3. A sequéncia generalizada de Fibonacci de ordem k, (F’r(Lk))nz—(k‘—‘,-Q)v é definida pelas condicoes

iniciais ka&_z) =0, .., F(kl) =0, Fék) =0e Fl(k) =1 para k > 2. Cada termo subsequente é a soma dos k

termos anteriores, isto é, para n:
F® =p® 4+ p® 4. 4 p®
Definigao 3.4. A sequéncia de Lucas {L,}>2; é definida por
Li=1

Lo=3
Ln+2 - Ln+1 + Ln

Definicao 3.5. Seja {a,} uma sequéncia linear recursiva de ordem k que satisfaz a relagao

Qp = C€1.0p_1 + ... + Cg.Qp_k, seu polindbmio caracteristico é:

p(z) =a" —cr.a™ !t — .. —cp_1x — ¢y

Um resultado fundamental no estudo de sequéncias recursivas lineares é a férmula de Binet, ela nos permite
calcular qualquer termo da sequéncia sem precisar usar a relagao recursiva.

Teorema 3.6. (fdrmula de Binet) Se {a,} é uma sequéncia linear recursivda de ordem k que satisfaz a
equacao

Ay = C1.0p—1 + ... +Ck.Qp—k

paran > k. Seaq,...,a, sao as raizes do polindmio caracteristico de {a,} com multiplicidades my, ma, ..., m,,

respectivamente, entdo existem polinémios gi(x), ga(x)...., g-(x) tais que gr(g;) < m; para todo 1 <i<r e

k
ap = Zgj (n).af
j=1



3.2 Propiedades da Sequéncia de Fibonacci
Proposicao 3.7. 51 F,,41 + F,_1 = L,, para todo n > 1.

Proposicao 3.8. (Férmula de Binet para Fibonacci) Para a sequéncia de Fibonacci, os termos podem

ser expressos usando a formula de Binet:

1+2‘/5 e = 1*2‘@ s@o as raizes da equacdo 2 = x + 1.

onde o =

Proposicao 3.9. Para qualquer inteiro m > 0, a soma dos quadrados de dois termos consecutivos da

sequéncia de Fibonacci € igual ao termo da sequéncia localizado em posicao 2m + 1, isto €,
2 2
Fo +Fr1 = Famgr.

Proposicao 3.10. Os niimeros de Fibonacci tém limites inferior e superior dados por o™~ 2 < F,,, < a™~1

para todo m > 1, onde a € a razdo durea.

3.3 Teorema de Matveev - 2000

O Teorema de Matveev é um resultado fundamental na teoria dos nimeros transcendentais, fornecendo
uma estimativa explicita para a medida de linearidade independente de logaritmos de ntimeros algébricos.
Este teorema tem importantes aplicagoes na solucao de equagbes diofantinas, na teoria de aproximagoes

diofantinas.
Definigao 3.11. O grau D de um corpo algébrico K é a dimensdo de K como espago vetorial sobre Q.
Definigao 3.12. A altura logaritmica de um nimero algébrico n, denotada por h(n), é definida como
1 g
h(n) := 7 <1Og(ao) + Z;log(max{lai(n)h 1})> ;
=

onde g é o grau de n sobre Q, ag é o coeficiente lider do polinémio minimal de n sobre Z, e o;(n) sdo os

conjugados de 1 em K.

Teorema 3.13 (Matveev - 2000). Sejam aq, s, ...,a nimeros reais algébricos positivos em um corpo

algébrico K de grau D, e by, ba, ..., by inteiros tais que
A:=ababr abls —1 40,

entao a desigualdade

[Al > exp (=Cr,p(1 +log(B))A1As - - - Ay)

€ vdlida, onde



Cr.p = 1.4-30"3 . k%5 . D?(1 + log(D)), (3.5)
B = max{[b1], |b2], ..., [bk[}, (3.6)
A; > max{Dh(«;),|log(a;)],0.16}. (3.7)

Este teorema fornece uma ferramenta poderosa para o estudo de equagoes em que os expoentes sao inteiros

e as bases sao numeros algébricos, sendo amplamente utilizado em pesquisas avangadas na teoria dos niimeros.

3.4 Fragoes continuas

Definigao 3.14. Dado um nimero z, racional ou irracional, uma fracao continua é uma expressao da forma:

1
T = ao + )
1
o+ —
1
ag + ———
az+---
onde ag € a parte inteira de = e aq, as, as, ... sao inteiros positivos para ¢ > 1. Para nimeros racionais, esta
expressao é finita, enquanto para irracionais, € infinita.
Definicao 3.15. Os convergentes de uma fragao continua x sao fracoes da forma z—" = lag; a1, a2,a3, .. ., Qy),

onde p, e g, sdao numeros inteiros e n é o indice do convergente.

Teorema 3.16 (Legendre). Seja x um irracional e p e q inteiros ndo nulos. Se

entao % € um convergente da fragdo continua de x.

Este teorema indica que sob certas condigoes, uma fracao % que se aproxima de um numero irracional x
com suficiente precisao é de fato um dos convergentes da expansao em fragao continua de z.

Este teorema estabelece uma propriedade fundamental das aproximagoes diofantinas, indicando que para
qualquer nuimero irracional, podemos encontrar uma aproximagao extremamente precisa usando os conver-

gentes de sua expansao em fracao continua.

3.5 Lema de Dujella-Petho

Antes de apresentarmos o Lema de Dujella-Pethd, vamos definir a norma || - || utilizada no contexto deste

lema.

Definicao 3.17 (Norma). A norma ||z|| de um ntmero real z é definida como a distancia de z ao inteiro

mais préximo. Formalmente, ||z|| = min,cz |z — n|.

Agora, estamos prontos para enunciar e provar o Lema de Dujella-Pethé no contexto de aproximacoes

diofantinas e fragbes continuas.



Lema 3.18 (Dujella-Pethd). Seja M um inteiro positivo e % um convergente da fracdo continua do irracional
~ tal que ¢ > 6M. Seja p um ndmero real e defina-se € := ||uq|| — M||vq||. Se € > 0, entao ndo existe solug¢ao
para a inequacao

O<ny—s+pu<AB™"
em inteiros positivos n e s, com

log(Ag/e)
o) <"

Este lema fornece um critério importante para a inexisténcia de solugbes em certas inequagoes diofantinas
envolvendo aproximagoes de niimeros irracionais por fragoes continuas, baseando-se na norma de multiplos

de ¢ e no comportamento assintdtico de sequéncias relacionadas a 7.

4 Resultados Auxiliares

Lema 4.1. Seja o = % (a propor¢ao durea) e m > 3 wum numero inteiro, entdo vale a desigualdade:

_z _3
am 1 < F, <a™m™ 2

A ideia para provar esse lema é utilizar induc¢ao com base nos casos m = 3 e m = 4, para os quais verificamos

que:
0T <1.83<2<205<a’ % eal™i <295<3<333<all.
Entao, supondo que a desigualdade é vélida para todo k < m, temos:
a1t 4 qm T < Fpyq + F < Q™78 4 oMo,
Logo, " i(1+a ') < Fpip <a™ 3(14a~!) e como a? = 1 + a concluimos que:
amt1=i < By < amtits

finalizando nossa demonstracao.

Proposigao 4.2. Dados m > 1, d > 1 numeros inteiros, a equa¢do diofantina:

4+ Fr L =Ty

ndo possui solugdo quando (m,d) ¢ {(1,2),(1,1)}.

Primeiro provaremos os casos m € {1,2}. Quando m = 1 nossa equagao é 1 + Ffﬂ = F, ed > 3, logo:
Fo <F},+Fj=Foay1.

Por outro lado, pelo lema anterior

3 7\2
g < a?2 =aldt1-2)" < F2 < F,

Assim, F,, estd entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos, ndo podendo ser um termo da sequéncia.

Quando m = 2 temos algo parecido, nossa equagao é 1 + F2 12 =TIy ed>2, logo:

F, < F(12+1 +F(§+2 = F2d+3



Além disso, o lema anterior nos garante que:
3
Fagyo < a2312-8 = od+2-D° < F o < F,.

Novamente, F), estd entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos e nao pode ser um termo da sequéncia.

Agora, vamos provar os casos em que m > 2, primeiro observamos que:

Foo < Fpya1 = FL<F2
=
2 2
F + F’rn—i—d < F7n+d 1 + F m4+d — FQ(m+d 1)+1
=

Fn < F2m+2d—1
Por outro lado:

0<F2Z+F2 4
=
Fpat < Fo +Fo g o+t Frig 1+ Fh g

=

Fytmra—1yr1 < Foy + Fo g o+ Frg 1+ F g
=

Fomtod—1 < F2 + Fotmya—2)+1+ F2 4

=

Fomtod—2 + Fomqoa—3 < Fp + Fomyoa—s+ F2
=

Fom—2a—2 < Fp, + F2 4

Entao, por estar entre dois niimeros de Fibonacci consecultivos, F}, nao pode ser um termo da sequéncia.

Lema 4.3. Dados m > 1 um numero inteiro, o m-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci k-generalizada

pode ser escrito como:

k—1 k—1—j
k) _ (k) (k)
=S, (3
=0
para todo A, com 1 < A <m—1 sempre que k > 2.

Demonstragao: Primeiro verificamos o caso A = m — 1 e depois usamos inducdo contraria para mostrar
que se o Lema 4.3 vale para algum 1 < A <n — 1 entdo o Lem 4.3 vale para A — 1.

Caso A =m — 1: Como

i>1 = F® =0

Temos que
k—1 k—1—j
STER Y B ) =FY o+ B = FE
J=0 i



O que prova o caso A = n — 1, agora suponha que o Lema 4.3 é vélido para algim A, com 1 < A <n —1,

logo:

k—1 k—1 k—1—j

i=0 j=1 =0
k—1 k—1—j
k k k k
I I Sy ) ( > F<>)
j=1 i=0
( (k) (k) < (N w
k k k k k
= (FA21+"'+FA—k) 'meA+1+ZFA7j ( Z FnAi)
j=1 i=0
k-1 k-1 k—1—j
L SV CIN= T BV=TC o ) ( F<>> Fatorando
j=1 j=1 i=0
k—1

k—1—j
k k k k k
. (F,;zAH s F,,;zA_i) FEOL O,
=0

> <
[
—_ =

Il
(]

k—j
k k k k k
SO GRS SN Y R O

j=1 =1
k—1 k—j
k k k k
S, (S ) E R
j=1 i=0
= L & ®) (k)
k k k k
- F(Afl)fj < Z Fm(Al)i) + FuZy Fm—A+1
Jj=0 i=0

= L) "
k k k
F’r(n) = ZF(A—l)—j < : Fm—(A—l)—i) :

O que prova o lema.

Lema 4.4. Sejam d > 1 e m > 2 inteiros, entdo:

E,, 2.,

< —_
Fm+d (3)
. . , . F; 2 . .
Para verificar a desigualdade do lema, lembramos que é conhecido que 7 < 3 para todo j > 2. Disso
segue que: A
Fm Fm Fm Fm — Fm — 2
= Sl Dmde2 Tmbdel o (2yd (4.8)
Ferd Fm+1 Fm+2 Ferdfl Fm+d 3

5 Demonstracao dos Teoremas Principais

Nas secoes 5.1, 5.2 e 5.3 vamos demonstrar os teoremas 2.3, 2.2 e 2.1, respectivamente. Além disso, ao final
da secao 5.3 serd dada uma ideia do método computacional utilizado na demonstragao do teorema 2.1 e do
teorema 2.2 para verificar se, sob certos limitantes, ha solucoes para as respectivas equagoes diofantinas. Dito

isso, vamos colocar a mao na massa.



5.1 Demonstracao do Teorema 2.3

No problema original, (m,d) = (1,1) é solucao para a equagao. (m,d) = (2,1) e (m,d) = (1,2) sado solugdes
se, e somente se, s = 2. Suponha a partir de agora que m + d > 3.
Usando o Lema 4.3 e fazendo A=m +d :

k—1—j
k k k k . k
FyY) gy = Zled ; ( > Fm) > (FW 2+ (FE) 02> (FP)? + (R )?

Por outro lado,

k—1 w k—1—j k—2 : k—2
k) (k
Z Fm+d i ( Z m,+d 2— z> (Z Fm+d 2— j Z Fm+d 2— g
Jj=2 j=0 j=0

Somando Fnﬁ)rd 1 (Zk: 2 Fr(rfJ)rd72fi) em ambos os lados:

k— k—1—j k—2

} : (k) } : (k) } : (k) 2 : (k) (k) } : (k)
Fm+d -7 Fm+d 2—1 Fm+d 1—j5 Fm+d—2 g Fm+d Fm+d 2—j

— =0 =0

_ (k) (k) (k)
- (Fm+d)2 Fm+d 1 Fm-{—d

(k) k)

passando o F, "\ . F 1,

para o outro lado:
k—1—j
k k) k k
R+ 3 sy (3 Fle) <L
j=1 =0
Aplicando m — 2m +2d — 2 e A =m + d no Lema 4.3 obtemos
k k
Fy) g o < (Fhia)® < (o) )7 + (F3)?
Ou seja:

)

om+2d—2 < (FrEfJ)rd)Z + (Fr(rf)) F

2m+2d—1

Logo a soma de quadrados da sequéncia de k-bonacci estd entre dos termos consecutivos da sequéncia, por

tanto, a soma de quadrados nao pode pertencer a sequéncia, loqo a equagao:

(FN? 4 (FM) )2 = FO

nao tem solugao para n +d > 3.

5.2 Demonstracao do Teorema 2.2

5.2.1 Uma desigualdade para s em termos de m, n e d

Pela proposigao (3.11), temos que :

10



n—2 _ s s s (m—1)s ms (m+d—1)s _ (m—l)saS(d+1) —1
@ <F,=F,+F 1 +..+tF, <« +a™+ .+ =« —_—

ot —1
Porntanto:
a2 < a(m’l)sﬁ =amtd=Dtl oy 2 < (m+d—1)s—1

=
E concluimos que:

n<(m+d—-1)s+3<(m+d)s
Por outro lado, a proposi¢ao (3.11) também nos garante que:

alm=2s 4 q(m=3)s 4 omtd=2)s < ps L 5 4+ L+ FS,,=F, <a""!
Entao:
(m=2)s os(d+1) f—s+1 ~ on—1
E entao, chegamos em uma cota inferior para o n em funcao de m,d e s:
(m+d—-2)s+1<n—1=(m+d—2)s+2<n=m+d—3)s<n
Rearranjando os resultados anteriores, mostramos que:
mLM <s< ﬁ (5.9)

5.2.2 Cota para s em funcao de m e d

Para estudar nossa equagao diofantina vamos modeléd-la de maneira que seja possivel utilizar o método de
Matveev. Primeiro vamos aplicar a férmula de Binet em F,, e reescrever a equagao diofantina como:
Oéin _Fs — Fs S s ﬁ
m+d — m+Fm+1 +""i»FWerdfl+

V5 V5

Agora, dividiremos ambos os lados da equagao pelo termo dominante F}, | ;:

-1 — F F 1 Fm+d—1 ﬁn : 5_71
Oén~\/5 ETS 1= (=) L+S++ s 4 s
m-+4d (Fm+d) (Fm+d) ( Fm+d ) ( Fm+d )
Assim, pelo lema (4.6):
—1 2 2 2 2
n.\/5 LFTS 1 Z\sd Zy\s(d—1) Zy\s Zys(d+1)
a" VB F 1< (M (T L+ (5 4 (3)

Entao:
(%)s(d+1) -1

- 2
a5 E, —1<(5) <0.9°

E concluimos que:

am VB ELS, —1<0.9°

Agora que ja temos nossa equagao no formato do teorema de Matveev, precisamos verificar que o lado
esquerdo da desigualdade nao se anula. E conhecido que o/ = oF}; + F}_1, por isso, se o lado esquerdo da

inequagao que obtivemos acima for zero, teremos:
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Fn+2Fn71

F,+F,_ F, F, F,_ F, +2F,_
alty + 1 1 + 1 P =

\/5 :Frfz+d:> +

O que é um absurdo, pois v/5 ¢é irracional. Entao, podemos aplicar o método de Matveev.

=2F°

Nossas constantes sao:
D=2 k=3, a; =aq, as = /5, as =Fpnidq, b1 =n,by=—1,b3=—s, B=n
A1 =05, Ap =1.61 e Az :=2(m+d —1)log(a) > 2log(Frn+d) = h(Frm+d)
O método de Matveev nos garante que:
0.9° > a"53F, %, — 1 > exp(—Cs2(1 + log(B)) A1 A2 As)

Como C32 < 10'2, temos:

1

exp(10'2(1 + log(n))0.5 - 1.61 - 2(m + d — 1) log(a)) > 0.0°

Entao, concluimos que:
s <4.72-10%(m +d+ 1)log(m +d + 1)

5.2.3 Cota absoluta para s

2V5 2 5 V5 i mtd ~ In

~ V3

(5.10)

Agora, vamos assumir m > 151 e utilizar a hipétese d + 1 < m para conseguir uma cota numérica para o s,

pela equacgao (3.10):
5 < 9.44 -10mlog(2m)

Defina z; = para j =0,1,...,d. Para m > 80, vale:

S
a2(m+j)
.’ﬂj <

am+i

Para m > 151 vale:

1
s . —92z; :
1<(1+W) <€TJ<1+2$]'€1—21‘]‘<6 TJ<(1_a2(m+j))g<1
Portanto: )
2 D™ 14

A partir da férmula de Binet, podemos reescrever £ | .:

(m+j)s _1ym+J

F? 4= @ (1 = (L s

m \/5 a2(m+j)
Logo:

(m+37)s (m+3)s (_1)m+j

o o

Fnj = 5= '[(1—(W)S—1}

NG NG a J

Entao, pela desigualdade (5.13), temos:

S
|F m+j
Agora, vamos reescrever novamente a equacgao diofantina do nosso teorema:

12
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a™s a(m+1)s a(m+d)s /Bn a™s a(m+1)s a(m—l—d)s

T e e = e () 4 (B = ) et (B

Tomando o médulo em ambos os lados e aplicando desigualdade tridngular:

a” ams a(m+1)s Ck(m-i—al)s n ms a(m+l)s a(m+d)s

|—=—— - —— — ... < |S—+|Fﬁl—a—s|+|Fﬁl+1—7S|+...+|F;I+d—7
VERVE V5 V5 V5 V5 V5

ams a(m+1)s Ck(erd)S 25aMs—2m 1

|ﬁ \/gs \/58 e T \/gs | < \/gs an

ST (m+d)s
Dividindo ambos os lados por & NG obtemos:

\/gs

an-l—(m-i—d)s

jan=(mF D55 —amds (14 0% 4 (%) + ..+ () )] < 2m0a” (142 + (a72) + (7)) +

Pela desigualdade (5.12):

. 11 (s=2)(d+1) _ 1 5
| —(mtd)ss = 1 (@ + (@ )2+ ...+ ()| <2— . (a V5

a™m % as—2 -1 anJr(erd)s
Usando desigualdade triangular, chegamos que:
s 1 1 as=2)(d+1) _q NG
n—(m+d)s =1 . —s —s5\2 —s\d
| 572 —1] <20(m o I —Emiaa=y) T +(@ )+ ..+ (o)

Cotando a progressao geométrica superiormente pelo valor para o qual a série geométrica correspondente

converge:
s—2)(d s
|O[n—(m-‘rd)s5sg1 _ 1| < Qq~mTds . (Oé( A | \/5 1
as—Z -1 a(2m+2d73)s as —1
B s—2(d+1) \/gs 1 1 o 1 1
n—(m+d)sk= L —-m o _
|O[ 5 1| <2a as—2 -1 + a(@m+2d-3)s + as —1 a™ ost4 — b + as—1 + 2q8(m+2d)—3s
. 50, 1 a®
Entéo, utilizando que (a—m)é <5C s < 0.42, temos:
—
s— 0.84 1 1
n—(m+d)s =1
‘Oé 57 1| < am + as—1 2as(m+2d)73s
Seja | := min{m, s — 1}, entéo:
2.34
Al < — (5.15)

Onde A := an~(M+ds5°5* _ 1 Note que A # 0, caso contrario terfamos:

a2(m+d)s—2n =551

2(m+d)—2n

Logo « é inteiro, mas isso implica s = 1, o que é uma contradicdo. Assim, podemos utilizar

novamente o método de Matveev, nossas constantes sao:
D:=2k:=2 a:=a,as:=+5, Ay :=0.5, Ay :=1.61,b :=n— (m+d)s,bp:=s—1eB=5—1

Combinando o resultado do método de Matveev com a desigualdade (5.15):

log(2.34) ~ 5.3-10%0.5-1.61- (1 +log(s — 1))
log(cv) log(cv)

2.34
BN exp(—Ca2 - (1 +1og(s —1))0.5-1.61) =1 <

13



Entao:
[ <1.77+1.34-10"log(s — 1) = 1 < 1.35 - 10! log(s — 1)

Casol=s—1:
s—1
log(s —1)

Caso | = m, pela desigualdade (5.11), temos:

<1.35-10% = s < 3.6 - 101!

m < 1.35-10"log(9.44 - 10"3mlog(2m)) = m < 8.51 - 10"
Aplicando essa cota na desigualdade (5.11) concluimos que:

5 < 2.21-10%7

5.2.4 Reducgao da cota absoluta para s

0.84 1 1

Como |A| < +

> > > 4.
R i s YA 7 em>151,s>3ed>2, temos |[A| < 0.4

Seja I := (s — 1) log(v/5) — ((m + d)s — n) log(a), entdo:
F'#0pois0#A=¢cl' —1

Portanto:
led =1 <04=06<e <14=-052<T <0.34=|T <0.52= €'l <1.69
Entao:
0.84-1.69 1.69 0.85

IT| < ellllel —1] < 1.69|A| = |T| < o o1 T o mredsss

Dividindo ambos os lados por (s — 1) log(«):
}log(\/g) (m+d)s— d 1 (1.42 L 08 1.69)
log(a) s—1 (s —1)log(a) > am  q@s(m+2d)=3s = gs—1

Tome s > 19, entao:

™1 > 154(s — 1) e como a™ > a'®! > 154(s — 1), j& que s < 2.21 - 1027,

Temos:
|10g(\/5) B (m+d)s—n| B 1 48 48 1
log(«) s—1 log(a)(s — 1) 154(s — 1) ~154(s —1)2 =~ 32(s—1)?
d)s — 1 5
Entao, pelo critério de Legendre (m—l—# = ]ﬁ, um convergente da fracdo continua de v = (l)fg((\[))'
8= at o

Seja g = mdc((m + d)s —n,s — 1), entao:

s—1

qt = > <s—1<s

Uma investigacio computacional revelou que gs4 > 2.21-10%7, logo t € {0, 1,...,53}. O maior valor de ay

para k € {0,1,...,53} é 29, logo a; < 29. Por uma propriedade conhecida de fragdes continuas:

(m+d)s—n D 1 g° 1
_ L | =|y=-=]> > >
W o1 T G T e i)
1 1
Entao temos m <l|y-= % < m, um absurdo. Portanto, concluimos que s < 19.
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5.2.5 Contradigcao da hipotese m maior que 151

Sabemos que:

s— 0.84 1 1 1.84 1
n—(m4d)sg 5L
|Oé 5 1| a™ as—1 2q8(m—+2d)—3s am™ + as—1
Entao:
1.84 s— 1
222 s e (mtdss gt | 7= 0(r,s), sendo r :=n — (m + d)s
a™ s~

Temos que 0.6 — 1.67s < r < 1.75 — 1.68s e uma anélise computacional revelou que, para s > 9, temos:

2.7 1.84 2.7
@(T,S) > 1703, 10g0 Oéim > 1703

o que implica que m < 13, uma contradi¢ao pois m > 151. Assim, temos s < 8.

5.2.6 O caso s entre 3 e 8

Usaremos uma desigualdade que sera provada no lema 5.3.3:
Se z € N, entao:
VB .FS — a”| < 25 %52

m—+d m-+d m+d

s—1 . s s—1 s—1
| E ok — V5 = E (=5 F) =5 (o =VE.E,)| <V5 B +2°. E aks—2k
k=m k=m k=m

_ > o s—2 o
< \/S 1.|B|n+25.a(m+d)(s—2). Za—k(s—Q) _ \/5 1.|5|n_|_2s.O[(m,+d)(s—2).O‘f:l < \/5 1|ﬁ|n+a(m+d)(s—2).4.25
as—2 —
k=0

Para estimar o termo \/53_1.\B|" usamos a desigualdade n > s(m +d —2) + 1 e o fato de que |3| < 1:

4s5—3
-1 -1 . o
VBB < VBB = (VBL[B7) LB TS < gt - oo < 9082 gl (e72)
as(m
Assim, concluimos que:
n+d
| Z aks — \/35_1.a”| < 2513 q(mtd)(s=2)
k=m
Dividindo ambos os lados por a™+¢:
d
|Za—ks o Jgs_l.an—ms—ds‘ < 2s+3.a—2(m+d)
k=0
Usando a férmula para a soma da progressao geométrica no lado esquerdo:
d s—1 o’ — Oéis(d+1) s—1
| Z a ks \/5 .anfmsfds‘ _ | - _ \/5 g ms—ds
as —
k=0
Usando a desigualdade triangular:
o — o—s(d+D) 1

s=1 o ms—ds o’ s=1 i ms—ds
-5 |Z|as_1f\/5 «Q | —

ot —1 as(d+l) (a5 — 1)
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> | a’ _ \/5571 anfmsfds‘ _ 1
as —1 ' as(as —1)

Juntando os resultados obtemos que:

)

1 o’ s—1 1
—2(n+d) _ n—ms—ds| __
“ ” 5543 ( a’—1 VB o | as(a® —1)

A desigualdade:
s(m+d—-2)+1<n<s(m+d—1)+2

Implica que:
—25+2<n—ms—ds< —s+2

Logo:

—2(n 1 a’ s—1
2(n+d . ms—ds
(o4 ( ) > MIN3<s<8;—25+2<t<—s 2{23730371 — \/5 ot ms 5‘

—n+d<26

Uma verificacdo computacional nos revelou que nao hé solugoes nesse caso. Assim, fica provado o teorema.

5.3 Demonstracao do Teorema 2.1

A demonstracao do teorema serd divida em varios lemas, por isso, dividiremos essa subsecao em duas, a
primeira contendo os lemas e a segunda com a demonstracao do teorema de fato. Além disso, no enunciado

do teorema havia a equagao F? + F'°

m T q = Fn, aqui trocaremos as variaveis m e n, para evitar confusao com os

resultados obtidos na segao 5.2. Assim, nessa secao considereraremos a equacao diofantina F; + F; ;= Fy,
comn>1,d>1,s>3e(m,d) ¢ {(1,2),(1,1)}. Entao, vamos ao trabalho.

5.3.1 Lemas Auxiliares

Lema 5.1. Se (s,d) € N> — {(2,1)} U {(1,d) | d € N} entdo para todo x € Z:

1+a%d+# \/5571.(1m

Onde o = 1+2\/g.

Demonstracao. Suponha que (s,d) € N? sdo tais que
1+a%9=v5""a® (1)
para algum = € Z. Se b =1 + o*¢, considere o operador linear
T:Q(V5) = Q(V5)

T — bx
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A matriz deste operador na base {1,a} é

Fs.d—l +1 Fs.d
Fs.d F34d+1 +1
Portanto a norma de b em Q(v/5) é
No(vs)(0) = Foar1-Fea1 — Fog+ Foapr + Foa1+1
Usando a relagao
Foy1 By — F3 =(-1)"

temos que:

No (0) = (=1)*"+ Foapr + Foa1 +1

Além disso,
14++/5
No(vs)(@) = No(yg)(—5—) = ~1
NQ(\/E)(\/‘;’) =5

aplicando a norma em Q(+/5) na equacio (1):
(=14 Fyqp1 + Fsqo1 + 1= (=5)"1.(-1)"
Como o lado esquerdo é sempre positivo para s.d > 2 podemos concluir que
(=1)**+ Fyg41+ Fsq1 +1=5""

Dividiremos a prova em trés casos:
Caso 1: s-d é impar.
Neste caso a equagao acima fica
Foai1+ Feao1=5""

Como 51t F,,+1 + F,,—1 para todo n € N, entdo s = 1.
Caso 2: s-d é par e s é impar.
Como s.d é par, o determinante da matriz do operador T é igual ao seu traco. Aplicando o trago em Q(v/5)
na equacao (1):
s.d s—=1 4
Trosl+a™) = TTQ(\/g)(\/g .a”)

s—1 . s—1 z s—1
Tros (V5 a*)=VE Try g (@) =V5  (Fu+ Foa)
Substutuindo na equacao acima obtemos:
s— s—1
5571 = Ny s (0) = Trgysy(0) = V6 .(Fagr + Fa1)

Simplificando,
s—1
Foy1+F,1=V5

Pelo mesmo argumento do caso 1 concluimos que s=1.
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Caso 3: s-d é par e s é par.

Como s.d é par, o determinante da matriz do operador T é igual ao seu trago. aplicando o trago na equagao
(1) 1
s.d S T
Tronml+a™9) = TT‘Q(\/g)(\/g .a”)

s—1 . s—2 T S
TT@(\/E)(\/g NS NG .T’I“Q(\/g)(\/g.a ) = V5 .F,

Substituindo na equacao acima obtemos:

5571 = No(vs)(0) = Trgys) (b) = V5 . F,

— F, =5

Como corolario do Teorema Do Divisor Primitivo temos que as tinicas poténcias de 5 na sequéncia de Fibonacci
sao F1 =1e F; =5. Logos=2ex =10us =4ex=>5. Apenas o primeiro caso é uma solugao da equacao
(1), nele temos d=1.

Analisando os trés casos, vemos que se a equagdo (1) possui solugdo, entdo s=1 ou s=2 e d=1, provando
assim o primeiro lema.

O proximo lema nos dird quao bem /5 pode ser aproximado por um nimero racional. Ele serd usado na

demonstracao de outro lema.

Lema 5.2. Sep,q € Z>9,q # 0, entdo

W5-q—p|>—

Demonstragao.

5 ¢* — p|?
V5-q—p|=
V5q+p

Como /5 é irracional, |5 - q2 — p2| > 1, entao

I\fqp|>\[+

O inteiro p que minimiza a diferenca |q-v5 —p| é p = [V5-q| < 3q ou p = [V/5-¢] < 3¢, portanto

1 1 1
Y NV e R

|q.\/5,

O proximo lema serd uma desigualdade envolvendo a sequéncia de Fibonacci e a constante de ouro.

Lema 5.3. Valem as sequintes desigualdades:
(i) Se x € N, entao
‘\/55 CF - ans| < 95 . qFs 2

(i) Se x € N e x > log,(s), entdo
\\/58 CFF —a®| < 25"

Demonstragao. Faremos uma desigualdade que serd util na demonstragao dos dois itens.
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Usando a formula de Binet para a sequéncia de Fibonacci:

‘\/gS'Fﬂj*O‘mﬂ _ |\/58.(aw\/gﬁm)saxs| — |(O[rfﬂ$)sfars

expandindo usando o binémio de Newton:

¢ S —RZ x xrs
|(az_5m)s_ams|_|z<k)_axs k 'Bk —
k=0

- S zs—kx —1\kz : s z zs—2kx
=130 (5) e crean = 3 () (o
k=1 k=1

Usando a desigualdade triangular e o fato de que 2k — 2 > k para k > 2:

|Z (Z) . (_1)kL . aa:s—2k1;| < Z . (l‘i) . aws—?kz — azs—QI . Z (Z) a—?(k—l)w
k=1 k=1

k=1

s
< azs—Qm . (S + Z (Z) a—km)
k=2

Assim obtemos a desigualdade

|\/SS ) F; _ O(zsl < Q52T . (S + Z (5) O[fkm)
k=2
demonstracao do item (i):

s s s rs—2x & $ —kx xrs—2x : S rs—2x s
V5 - Ff—a™| <a -(s—l—Z(k)oz ) <« (s+l€2;(k>)<oz -2

k=2

demonstracao do item (ii) Usando o fato que z > log,, (s) é possivel melhorar a estimativa da desigualdade
do ftem (i):

|\/58'F{:7a18| < a“721~(5+2 (Z)akm) < am572m(5+(1+a71)s) < a1572m(5+(1+571)s) < 25.(1:1:572:1:
k=2

Para o proximo lema precisamos extender a sequéncia de Fibonacci para os nimeros negativos. Defina

F_, = (—=1)"*"1. F, entdo a sequéncia de Fibonacci satisfaz a relacdo F, 1 = F,, + F,,_; para todo n € Z.
Lema 5.4. Para todo n € Z vale a equagao
a"=a-F,+ F,_1

Demonstragao. o caso n > 0 ja foi provado nos resultados auxiliares. provaremos o resultado para os
inteiros negativos por indugao.
Para n = 0:

1=a”:a~F0—|—F,1
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Paran = —1:
O[ilel—l:Oé'F_l—‘rF_g

Suponha que o resultado é valido para todo j > n, entao
Q" =a""? — " = (Fyyp — Fuyp1) + Fpy1 — Fp=a-F, + F,_,

Finalizando a prova do lema.

O préoximo lema serd uma estimativa em m em funcao de n,s e d.

Lema 5.5. Se
Fro+Fy qg=Fn

entdo s(n+d—2)+1<m<s(n+d—1)+2

Demonstracao. Usando a desigualdade a”~2 < F,, < o™~ 1
am > B, =F 4 F3+d > q(ntd=2)s

= m>sn+d—-2)+1

Por outro lado,
am—2 _ Fm < F;: +F7§+d < Qs + ans+ds—s S ans-i—ds—s-i—l

= m<s(n+d—1)+3<=m<s(n+d)—s+2

O préximo lema dard uma limitacao para n + d em fungdo de s quando d < 2, entdo neste caso limitar s no

problema original significa limitar n e d.

Lema 5.6. Sed<2,s>3c¢

entao
n+d< 3s

Demonstragao.

VB et = VB (@ = VB B — (a7 - VB By — (0 = VB )|
Usando as estimativas feitas anteriormente e a desigualdade triangular:
I (O e o R (R R N e (e o [ L B

s—1
< 2s+1 . ans+ds—2n—2d + \/5 . |ﬁ|7n
Usando a desigualdade do lema anterior e o fato de que |5] < 1:

4s—3

s—1 s—1 (%
IR|m |pI8(nt+d—=2)+1 _ 1R12)ys—1, s(n+d—4)+3 s(n+d—4)+3 — s+1 _ ns+ds—2(n+d)
VBB < VBB (V5 |81)* 18] <18 g <2
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Assim obtemos:

|\/5871 ca™ — o™ — O[ns#»ds| < 9s+1, ans+d872n*2d (3)

Dividindo ambos os lados por a™**%s:

|a—sd +1-— \/53_1 . am—ns—ds‘ < 25+1 . a—2(n+d) (4)
Para limitar o lado esquerdo inferiormente escrevemos o = « - F,, + F,_1:
-1 -1
|0175d +1-— \/55 . Ozmins*dﬂ = |1 + o F—s~d + F—sd—l - \/gs : (Oz . Fm—ns—ds + Fm—ns—ds—1)|

_ |\/5 . Ffsd - \/58 . mensfds - \/58_le7715de +1+ Lfsd|
- 2

Como a expressao acima ¢ diferente de zero, se a parte que multiplica /5 for zero concluimos que:

s s—1
|\/5'F‘—sd_\/5 'Fm—ns—ds _\/5 Lm—ns—ds+1+L—sd| > 1
2 -2
Caso contrario, usamos um lema, anterior:
|\/5 : Ffsd - \/58 . mensfds - \/58_1mensfds +1+ L75d| N 1
2 3(F o~ 3(5)

Onde 6(s) = \/55_1 - F—ns—ds quando s é impar e d(s) = \/58_2Lm_m_ds quando s é par. Em ambos os

casos podemos confluir que
s—1 S
|F_sq—0(8)| < |F_sal +10(5)] < Fas + V5 - Lysyds—m < V5 - Log1 <

Juntando todas as informagoes temos:

1

12 a4s < 2S+2 . a—?(n+d)

a2(n+d) < 48 - 0148 .98 < O[8+68

= n+d<4+1,55<3s

Agora, vamos estimar o quao préximo uma poténcia de a pode estar de uma poténcia de v/5.

Lema 5.7. Se s # 2,4 e x € N, entao
-1
o = V5| =1 |B)"
Demonstragao. Se s é impar,

0 — VB = |(a® + 87) = VB = 87 2 [La — VB | - |8
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Como 51 L, para todon € N, |L, — \/53_1\ > 1, portanto:
s—1
" = VB = 1 |

Se s é par,

o — V5| = ﬁl(W V5 ) 2 VB~ VB - 18I

Como a tnica poténcia de 5 na sequéncia de Fibonacci sdo 1 e 5, |F, — \/58_2| > 1, logo:
s—1
lo* =V5 T[> VE—|BI" > 18]

Agora vamos provar uma desigualdade do tipo do lema (5.7) porém quando d > 3.

Lema 5.8. Sed>3,s>5¢
Fy+ Fyg=Fn

entao
n+d<3s

Demonstragao. Dividindo a desigualdade (3) do lema (5.7) por a™:

s—1
|ans+ds—m + Oéns—m _ \/5 | < 25+2 . ans+ds—2(n+d)—m

Usando a desigualdade triangular no lado esquerdo e as estimativas feitas em m:

|ans+ds—m 4™ \/55_1| > ‘\/55_1 _ ans+ds—m| —QnsTm

wt
V
N =

>1— |ﬂ|ns+dsfm —aTm s 1 = |ﬂ|2sfl . Oéfds+2571 >1— a79 —a
assim concluimos que

% < 25+2ans+ds—2(n+d)—m < 95+2 O525—1—2(n+d)

: a2(n+d) < 2s+3 '042571 < OL4S+5

—n+d<2s+2<3s

O proéximo lema resolverd o problema nos casos em que s = 3, 4.

Lema 5.9. Ses=3,4¢

entdon =d=1.

Demonstracao. Supondo d < 2, temos que n + d < 3s < 12, assim podemos fazer uma verificagao
computacional para resolver este caso.

Suponha que d > 3, entdo olhando para a desigualdade (4) do lema (5.7):

|a—sd +1-— \/5571 . am—ns—ds| < 95+2 a—2(n+d)
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— —q 3 + |1 _ \/55_1 . am—ns—ds| < _a—s~d + |1 _ am—ns—ds . \/gs_1| < 95+2 _a—2(n+d) < 926 . a—2(n+d)

Como —2s+2 <m —ns —ds < —s + 2, podemos verificar computacioalmente que para s = 3,4, —2s + 2 <
t< —s+42
-1
min{—a~* + |1 =5  -a™ "%} > 0,005

Assim concluimos que n + d < 10 e encerramos com uma verificagdo computacional.

Agora provaremos a generalizacdo do teorema de Luca e Oyono.

5.3.2 Demonstracao do Teorema
Em vista do lema anterior, podemos supor que s > 5. Reescrevendo a equagao usando a féormula de Binet:

am ﬂm

S

N n+d:ﬁ+Fri

Dividindo ambos os lados por F;, ;:

1 X 8™, F? 2
L FTS 1= < 5
\/g n+d \/5 Fﬁ+d + Fs_._d 1,5 ( )

am

Onde usamos a desigualdade = < ﬁ para n > 2.

F,
Fn+
Aplicando a desigualdade de Matveev para A = o™ - %.Fn:fd -1, =a,ay = \/57 a3 = Fy, 14, temos:

/

|A] > (e - max{s,m, 1})_6, =(e-m)~°

¢ > Cs9.A1, A3, Ag

Tomando:
C3 =3,4-10°
Ay =1,61
A =0,5
Az =0,5(n+d)
Portanto:

= >1,4-10°(n +d)
Aplicando logaritimos na desigualdade acima:
—c - log(e - m) >log(2) — slog(1,5)

log(2
= s < b(iig))+1,4-109-(n+d)~log(em) <1,5-10° - (n +d) - log(m) < 1,5-10%(n 4 d) - log(s(n + d))

Se s < n + d nao fazemos nada. Caso contrario:

5s<1,5-10° (n+d)-log((n+d)-s) <3-10%- (n+ d)log(s)
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S
210%(n +
1 (s)<3 0°(n+d)

Uma relacdo conhecida diz que se A > 3, entao

< A= s <2A log(4)

log(s)

Logo:
S <3-10°(n+d)-log(3-10°(n +d)) < 3-10° - log(3 - 10?) (n + d) - log(n + d)

<2,22-10"% - (n +d) - log(n + d)

Dividiremos a demonstracao nos quatro casos apresentados nas quatro subsecoes a seguir.

5.3.3 Caso 1

Neste caso n+d < 2 -log,(s), entdo:

5<2,22-10% . (n+d) -log(n +d) <2,22-10 12-2-log,(s) - log(2 - log,,(s))

Uma verificacio computacional no Mateméatica mostra que s < 1,88 - 107 e n + d < log,,(s) < 165.
Redugao na cota de s:
Considere:

L'=m-log(a) — log(\/g) —s-logp, .

Entao Gamma é positivo pois o lado esquerdo da desigualdade (5) é positivo. Além disso:

T<el —1=am V5  -Ff,—1<2-(1,5"

n

Ou seja:
m - log(a) ~log(V5) — slog(Fura) <2+ (L5)* <2+ (1,5)757 <2-(1,5)

Dividindo ambos os lados por log(F,,+4):

logle) log(v/5)

<2-(1,575)™

' IOg(Fn-‘rd) - log(Fn-‘rd)
Avli . o _1 _ log(e) o log(\/g) . .
plicando A =2,B = 1,5765 1,44 = Tog(Frr) © Pntd = ~Tog(hy DO teorema de Dujella-Pytho, verificamos

computacionalmente que ggg r+q > 61,88, 10'7 e:

| ftntd - qo9,n+al| — 1,88 - 10" - ||7 - qog,ntal| >0
para todo 0 < n + d < 164, entao:

1og(A : qgg,n+d)

oa(B) } < 58057

s < max{
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5.3.4 Caso 2

Neste caso n+d > 2 -log,(s) e d > 4.

Primeiro, vamos conseguir uma cota numérica para o s. Usando um dos lemas apresentado anteriormente:
-1 —1
VBT ot an = VBT (0 - VB B - (o VBB ) - (o7 - VB E)|

s—1 s—1 s s
<5 cam—amth o < VB (@™ = VBE,)| + [T — VB L FS 4 o™ = V5 - FE
s—1
< \/5 . |ﬂ‘m +2s- ans+d572n72d 495 ansf2n

Dividindo ambos os lados por a™t¢:

s—1 s—1
|a—sd +1-— \/5 . am—ns—ds| < 25 - a—?(n+d) + 95 . a—ds—Qn + \/5 . |B|m+ns+ds

< 4s - 2ntd) 4| gymanstds \/53_1 < s - 2ntd)
Onde usamos o fato de d > 4 na pentltima desigualdade e a estimativa

4s5—3

s—1
VBT B <

alntd)-s

feita no lema (5.7). Assim concluimos que:
la=5% 41— \/5571 LM TS| < 5. g 2(ntd)

Usando a desigualdade triangular no lado esquerdo e somando o*¢ dos dois lados:

11— V5T mTnsTds| o Bg . qm2ntd) 4 s g g 2ndd) 44 Gy g (nhd)

Aplicando a desigualdade de Matveev no lado esquerdo obtemos:
s—1 ’
1-V5 - a™ ™79 > (e,max{s — 1,|m —ns — ds|}) "¢ > (e 25) ¢

Onde ¢ = 2,8-10°. Logo:
(2s - e)_c/ < 6s- 2t

— o?(" D) < 65(25e)° < 52
= n+d <2 log,(s) <5,6-10” log(2,22-10'2(n + d) - log(n + d))
= n+d<6,99-10'

= 5<2,22-10" . (n +d)log(n + d) < 6,02 - 10

Redugao da cota de s:
Agora que ja possuimos uma cota numérica para o s, vamos utilizar nossos conhecimentos de fragdes continuas
para reduzi-la.

5s 1

s—1 —ms—d
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Como s < a™:
1 5
ads + a"+2d

|1 _ \/gs—l . amfnsfds| <

Além disso, o™ > s2, entdo:

s—1 —ns—d 1 5
|1*\/5 - Tns S|<%+W

Assim, temos:

1 1-91
A< —+4+— 1
\|<a5+ o7 < 0.17

Onde A=1— \/5571 cqmmns—ds
Defina:

P:=(s—-1) 10g<\/§) — ((n +d) — m) log(a)

Entdo, I' # 0 pois !’ — 1 = A # 0. Deste modo:

el —1] <0.17= |1 < 0.19 = el < 1.21

Logo:
IT| < el jel —1] < 1.21-|A]
Isto é:
121 1.21-1.91
|F| < asd 52
Assuma s > 174, entao vale:
1
MN< ——
] < 32(s —1)2
Dividindo por log(«)(s — 1) em ambos os lados:
log(\/g) B (n+d)s—m < 1
log(a) s—1 32(s—1)?

d)s — log (/5
w = &, um convergente da fracdo continua do irracional v = g( )

Pelo critério de Legendre: _—.
s—1 q log(a)

Vamos definir g := mdc((n +d)s—m,s— 1), entao:

s—1

< §<6.02-10%

qt =

Uma verificacio computacional revelou que 6.02 - 1032 < gro, portanto, t € {1,2,...,69}. Além disso:
max{ay,as,...,ag9} = 29 = a; < 29

Uma proprieda conhecida de fragdes continuas nos diz que:

1
(ar +2)q?

v -2l
qt
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s—1
g

Substituindo ¢; por , temos:

g2

Dt
> - -
31(s—1)2

y—=
qt

O que é uma contradigdo. Entéao, concluimos que s < 173.

5.3.5 Caso 3

n < 2.log,(s) ed < 3:
5 < 2,22.10"%.(n + d).log(n + d) < 2,22.10*%.(2.log,,(s) + 3)(log(2.1og,,(s) + 3))

= 5 < 1,91.10%7

= n+d<2]log,(s)+3 <168

Reducgao dos limitantes: Considere:
' =m.log(a) — 10g(\/5> —s.logp, .,
Entao Gamma é positivo pois o lado esquerdo da desigualdade (5) é positivo. Além disso:

F<el —1=am\5 F~

e —1<2.(1,5)7°

Ou seja:
anga)—bgO@)—skg@}m)<2(L@S<2(L5ﬁﬂ%T<2(L5ﬁ%

Dividindo ambos os lados por log(F,,+4):

log(a) _ 100(VB) _y 1 soom

log(Fua) — log(Futa)
Aplicando A = 2, B = 1,5%7 Yn+d = % € lntd = —% no teorema de Dujella-Petho,

verificamos computacionalmente que ggg ntq satisfaz gog 44 > 6.1 X 10'7 e

| ftn+d - 99.ntall — 1.91 x 101 - || - gog ytal| > O

para todo 0 < n 4+ d < 168, entao:
- log(4g/e)

81766.
log(B)

Tomamos M := 1,91 x 10'7. Para cada um dos nossos nimeros m, tomamos ¢ := ¢g9 como sendo o
denominador da 992 convergéncia para «y, notando que ¢ depende de n + d. O valor minimo de ¢ para
n+d € [3,168] excede 10** > 6M. Assim, podemos aplicar o lema de Dujella-Petho para cada ¢, v, e pu.
O valor maximo de M||gy|| calculado é menor que 10727, enquanto o valor minimo de ||qu|| é maior que
2,4 x 10725, Assim, podemos tomar ¢ := [|qu|| — M||gv|| > 1072°. Além disso, o valor méximo de g é menor

que 10%!. Portanto, pelo lema de Dujella-Pethd, todas as solucdes (n, d, s) satisfazem

log(Aq/e) < log(2x10%" x10%°)

elagl oa (15780) < 81766.

s <
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5.3.6 Caso 4

Nesse caso, n > 2.1og,(s) e d < 3.

Usando um dos lemas apresentados anteriormente:
1 -1
|\/gs am— ans—&-ds _ ansl _ |\/E)S -(am _ \/5Fm) _ (ans+ds _ \/53-F5+d) o (ans _ \/5st)|

s—1 s s
< VB @™ = VB + 0" = VB FL, | + o™ = V5 F
< \/55_1.|5|m + 2S'ans+d572n72d + 2.5.0&“57271

Dividindo ambos os lados por a™t¢:

s—1 s—1
|a—sd +1-— \/g | < 28.0[_2(n+d) + 2S.a—ds—2n + \/5 .|ﬁ‘m+ns+ds

< 4s.q72ntd) 4 /g 1.|B|m+ns+ds < 5g.q2(ntd)

Onde usamos a estimativa:
4s—3

«

(n

VE T8 <

feita no lema (5.7). Assim concluimos que:

an+d)s

a5 1 — Jgs_l.amfnsfdﬂ < 5s.q 2 td)

Usando a desigualdade triangular no lado esquerdo e somando «*¢ dos dois lados:

—1—\/5571.0/”_”3_“\ < Bs.a~2ntd) 4 g=sd < 65 0~ " (5.16)

Aplicando a desigualdade de Matveev no lado esquerdo obtemos:
s—1 ’ ’
1—v5 o™ " > (emax{s — 1,|m — ns — ds|}) "¢ > (2se) "¢
Onde ¢’ = 2,8-10%. Assim concluimos que:
ntd 2c

a5 < 6s.(25¢) < s

= n+d < 2d.log,(s) <5,6.10°.1og(2,22 - 10'*(n + d)cdot log(n + d))
= n+d<6,99.10"7

— 5 < 2,22.10'%.(n + d) log(n + d) < 6,02.103

Redugao dos limitantes:
Retomando a desigualdade (5.16):
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5s 1

s—1 Cns—d
|1_\/5 . Mm—ns s|<m i

Como s < a™:

1 )

s—1 Cms—d
|1—\/5 ST s|<E+W

Além disso, o™ > s2, entdo:

s—1 _ns—d 1 5
|17\/5 .M S|<E+a2dsz

Assim, temos:

1 1.91

+

= o5 < 0.17

Al <

Onde A=1-— \/58_1 . qm—ns—ds_
Defina:

Fi=(s—1) 1og(\/5) - ((n +d) — m) log(a)

Entdo, I' # 0 pois !’ — 1 = A # 0. Deste modo:

lef —1] <0.17= 1| < 0.19 = eIl < 1.21

Logo:
IT| < el jel —1] < 1.21-|A]
Isto é:
1.21 1.21-1.91
|F| < an 52
Assuma s > 73, entao vale:
1
T _ 5.17
= 55—y (5-17)
Dividindo por log(a)(s — 1) em ambos os lados:
log(\/g) (n+d)s—m < 1
log(«) s—1 32(s —1)?
d)s — lo 5
Pelo critério de Legendre: w = &, um convergente da fracao continua do irracional v = lg((\f))
5 — qt og(a

Vamos definir g := mdc((n +d)s—m,s— 1), entao:

s—1

q = < §<6.02-10%

Uma verificagio computacional revelou que 6.02 - 1032 < g7o, portanto, t € {1,2,...,69}. Além disso:

max{ai,as,...,ag9} =29 = a; < 29
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Uma proprieda conhecida de fragoes continuas nos diz que:

ST
qt (as +2)q7
Substituindo ¢; por “’;1, temos:
2
bt g
- = > ——
’7 q 31(s—1)2

O que contradiz a desigualdade (5.17). Deste modo, concluimos que s < 72.

5.3.7 Conclusao

Olhando para os casos 1,2,3 e 4 vemos que todas as variaveis da equacao foram limitadas. Fazendo uma
verificag@o computacional vemos que as tnicas solugbes da equagdo sdo n = d = 1 para s > 3. Na subsecdo

a seguir serd dada uma intuicao do método computacional que usamos.

5.4 Meétodo computacional

Nesta segao vamos descrever o método computacional utilizado para resolver os problemas abordados.
Falaremos apenas do programa usado no Teorema 2.1, porém o programa do Teorema 2.2 funciona de forma
totalmente andloga.

O maior problema das equagoes diofantinas envolvendo ntimeros de Fibonacci com relagao as verificagoes
computacionais é que a sequéncia de Fibonacci cresce exponencialmente. Isso faz com que o tempo gasto para
a execucao das verificacoes seja muito grande ou em alguns casos invidvel. Para fazer os testes computacionais
neste relatério criamos um método computacional cujo principal objetivo é resolver o problema do crescimento
exponencial da sequéncia de Fibonacci.

Primeiro escolhemos um conjunto de nimeros primos {pi, ..., p,} que sejam grandes mas que possuam
periodo de Pisano pequeno. Por exemplo, o periodo da sequéncia de Fibonacci médulo o primo p = 3010349
é 62, entdo entre os mais de 3 milhdes de valores que um nimero pode assumir (mod p) no mdximo 62 séo
congruentes a algum ntimero de Fibonacci.

Apés a escolha dos primos, calculamos todos os 200 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci médulo
esses primos. Como a sequéncia de Fibonacci médulo algum numero é limitada, este processo ocorre de forma
quase imediata.

Para verificar se alguma tripla (n, d, s) satisfaz a equagao F}; + F,;, ; = Fy,, o programa primeiro testa se a
expressdo I, + F, ; (mod p;) é congruente a algum nimero de Fibonacci médulo p;. Se isto ndo ocorrer, a
tripla é descartada. Caso contrario o programa testa se a expressao F; +F;, ; (mod ps) é congruente a algum
numero de Fibonacci médulo py. Se isto nao ocorrer, a tripla é descartada, e assim ocorre sucessivamente.

Neste sentido os nimeros primos funcionam como filtros das possiveis solugoes da equagao F; + F7, ; =
F,,. Na montagem do programa devemos escolher uma quantidade de niimeros primos suficientemente grande
para que o conjunto das triplas nao-filtradas seja vazio ou muito pequeno.

Em nosso programa foram utilizados os 4 filtros a seguir: p; = 39161 (com periodo 110), po = 28657
(com perfodo 92), ps = 9349 (com periodo 38) e py = 9901 (com periodo 66). O programa se mostrou muito
eficiente, demorando apenas 35 segundos para resolver a equagao quando n +d < 168 e 3 < s < %.
Para efeito de comparagdo, Luca e Oyono [2] demoraram aproximadamente uma hora para resolver o mesmo

problema quando n < 150 e d = 1.
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